
Cap��tulo 5Aut�omatas a pilaLos aut�omatas a pila son m�aquinas abstractas que reconocen exactamente la clase de los len-guajes independientes del contexto. En este cap��tulo introducimos este tipo de aut�omatas, queservir�an de base a los modelos de aut�omata para lenguajes de adjunci�on de �arboles que ser�anpresentados en los cap��tulos siguientes.5.1 De�nici�onPresentamos dos de�niciones diferentes pero equivalentes de los aut�omatas a pila (Push-DownAutomata, PDA) [85]. En primer lugar presentaremos la de�nici�on cl�asica, que considera unaut�omata a pila como una m�aquina abstracta que consta de tres componentes: una cadena deentrada, un control �nito y una pila. Seguidamente presentaremos una de�nici�on m�as modernaen la cual se suprimen las referencias al control �nito para centrase en el componente fundamentalde este tipo de aut�omatas: la pila.5.1.1 De�nici�on con estadosEn la de�nici�on cl�asica [85], los aut�omatas a pila son considerados tuplas (Q;VT ; VS ; �; q0; $0; QF ),donde:� Q es un conjunto �nito de estados.� VT es un conjunto �nito de s��mbolos terminales.� VS es un conjunto �nito de s��mbolos de pila.� q0 2 Q es el estado inicial.� $0 2 VS es el s��mbolo inicial de la pila.� QF � Q es el conjunto de estados �nales.� � es una relaci�on de Q� (VT [ f�g)� VS en subconjuntos �nitos de Q� V �S que de�ne losmovimientos o transiciones v�alidos del aut�omata. Una transici�on(q0; �) 2 �(q; a; Z)donde q; q0 2 Q, a 2 VT [ f�g, Z 2 VS [ f�g, � 2 V �S , se interpreta como sigue: si elaut�omata se encuentra en el estado q, el siguiente terminal en la cadena de entrada es ay el s��mbolo en la cima de la pila es Z, entonces puede pasar al estado q0 y reemplazar lacima de la pila por �. 135



136 Aut�omatas a pilaLa con�guraci�on de un aut�omata a pila en un momento dado viene de�nida por el triple(q; �;w), donde q indica el estado en el que se encuentra el aut�omata, � el contenido de la pilay w la parte de la cadena de entrada que resta por leer. El cambio de una con�guraci�on aotra viene determinado por la aplicaci�on de una transici�on, de tal modo que si (q; �Z; aw) esuna con�guraci�on y (q0; �) 2 �(q; a; Z), entonces el aut�omata pasar�a a la nueva con�guraci�on(q0; ��;w), hecho que denotamos mediante (q; �; aw) ` (q0; ��;w). Denotamos por �̀ el cierrere
exivo y transitivo de `.El lenguaje aceptado por estado �nal por un aut�omata a pila viene determinado por elconjunto de cadenas w 2 V �T tal que (q0; $0; w) �̀ (p; �; �), donde p 2 QF y � 2 V �S .El lenguaje aceptado por pila vac��a por un aut�omata a pila viene determinado por el conjuntode cadenas w 2 V �T tal que (q0; $0; w) �̀ (p; �; �) para cualquier p 2 Q.Dado un aut�omata a pila que reconoce un determinado lenguaje por estado �nal, es posibleconstruir otro aut�omata a pila que reconoce el mismo lenguaje por pila vac��a y viceversa [85].5.1.2 De�nici�on sin estadosEl control �nito de un aut�omata a pila es un elemento prescindible, puesto que el estado de unacon�guraci�on dada puede almacenarse en el elemento situado en la cima de la pila [24]. Comoconsecuencia obtenemos una de�nici�on alternativa equivalente [107, 24, 52], que juzgamos m�assimple y homog�enea, seg�un la cual un aut�omata a pila es una tupla (VT ; VS ;�; $0; $f ), donde� VT es un conjunto �nito de s��mbolos terminales.� VS es un conjunto �nito de s��mbolos de pila.� $0 2 VS es el s��mbolo inicial de la pila.� $f 2 VS es el s��mbolo �nal de la pila.� � es un conjunto de transiciones, cada una de las cuales pertenece a uno de los tres tipossiguientes, donde C;F;G 2 VS , � 2 V �S y a 2 VT [ f�g:SWAP: Transiciones de la forma C a7�! F que reemplazan el elemento C de la cima dela pila por el elemento F mientras se lee a de la cadena de entrada. El resultado deaplicar una transici�on de este tipo a una pila �C es una pila �F .PUSH: Transiciones de la forma C a7�! CF que apilan un nuevo elemento F en la pilamientras se lee a de la cadena de entrada. El resultado de aplicar una transici�on deeste tipo a una pila �C es una pila �CF .POP: Transiciones de la forma CF a7�! G que eliminan los dos elementos C y F de lacima de la pila y los sustituyen por G mientras se lee a de la cadena de entrada. Elresultado de aplicar una transici�on de este tipo a una pila �CF es una pila �G, conlo cual el tama~no de la pila decrece en una unidad.Seg�un la nueva de�nici�on, la con�guraci�on de un aut�omata a pila en un momento dado vienedeterminada por el par (�; w), donde � es el contenido de la pila y w es la parte de la cadena deentrada que resta por leer. Una con�guraci�on (�; aw) deriva una con�guraci�on (�0; w), hecho quedenotamos mediante (�; aw) ` (�0; w), si y s�olo si existe una transici�on que aplicada a � devuelve�0 y consume a de la cadena de entrada. En caso de ser necesario identi�car una derivaci�on dconcreta, utilizaremos la notaci�on �̀ d. Denotamos por �̀ el cierre re
exivo y transitivo de `.



5.2 Esquemas de compilaci�on 137Decimos que una cadena de entrada w es aceptada por un aut�omata a pila si($0; w) �̀ ($0$f ; �). El lenguaje aceptado por un aut�omata a pila viene determinado por el con-junto de cadenas w 2 V �T tal que ($0; w) �̀ ($0$f ; �).5.2 Esquemas de compilaci�onUn esquema de compilaci�on es un conjunto de reglas que permite, a partir de una gram�aticaindependiente del contexto y de una estrategia de an�alisis sint�actico, construir un aut�omata apila que describa los c�alculos que se pueden realizar con dicha gram�atica utilizando la estrategiade an�alisis elegida.Los esquemas de compilaci�on que se van a mostrar se basan en el paradigma de llama-da/retorno [55], utilizando para ello los seis tipos de reglas mostrados en la tabla 5.1. A todaregla [CALL] le corresponde una regla [RET] y viceversa. Las reglas [INIT], [CALL] y[SEL] de�nen las transiciones del aut�omata encargadas de la fase predictiva del algoritmo dean�alisis mientras que las reglas [RET] y [PUB] de�nen las transiciones encargadas de propagarla informaci�on en la fase ascendente. Por este motivo la fase descendente o predictiva de unaestrategia de an�alisis cuando es implantada en un aut�omata a pila recibe el nombre de fase dellamada, mientras que la fase ascendente recibe el nombre de fase de retorno.Regla Tarea[INIT] inicia los c�alculos a partir de la pila inicial.[CALL] requiere el an�alisis de un no-terminal de una producci�on.[SEL] selecciona una producci�on.[PUB] determina que una producci�on ha sido completamente analizada.[RET] continua el proceso de an�alisis despu�es de terminar una producci�on.[SCAN] reconoce los terminales que componen la cadena de entrada.Tabla 5.1: Reglas de los esquemas de compilaci�on de gram�aticas independientes del contextoEn primer lugar de�niremos el esquema de compilaci�on correspondiente a una estrategiagen�erica basada en el paradigma llamada/retorno, parametrizada con respecto a la informaci�onque se predice y propaga en las fases de llamada y de retorno, respectivamente. Utilizaremos lasiguiente notaci�on:� Ar;s para referirnos al elemento de la producci�on r que ocupa la posici�on s, de modo quepara una producci�on r tenemos que Ar;0 ! Ar;1 : : : Ar;nr .� rr;s para indicar el reconocimiento parcial de una producci�on, notacionalmente equivalentea una producci�on con punto Ar;0 ! Ar;1 : : : Ar;s � Ar;s+1 : : : Ar;nr .� ��!Ar;s para referirnos a la predicci�on de informaci�on con respecto a Ar;s.�  ��Ar;s para representar la informaci�on propagada ascendentemente con respecto a Ar;s.



138 Aut�omatas a pilaCon el �n de simpli�car al m�aximo la de�nici�on de los esquemas de compilaci�on y sin p�erdidade generalidad, supondremos que se cumplen las siguientes condiciones sobre la gram�atica inde-pendiente del contexto:� El axioma s�olo aparece en el lado izquierdo de la producci�on unitaria 0, que tiene la formaS ! X, con X 2 VN [ VT� Los terminales s�olo aparecen en producciones unitarias de la forma Ar;0 ! a, dondea 2 VT [ f�g.Esquema de compilaci�on 5.1 El esquema de compilaci�on gen�erico de una gram�atica inde-pendiente del contexto en un aut�omata a pila queda de�nido por el conjunto de reglas mostradoa continuaci�on y por los elementos inicial $0 y �nal  �S . La primera columna indica el nombrede la regla, la segunda las transiciones generadas por la misma y la tercera las condiciones,generalmente referidas a la forma de las producciones, que se deben cumplir para que la reglasea aplicable. [INIT] $0 7�! $0 r0;0[CALL] rr;s 7�! rr;s ����!Ar;s+1[SEL] ��!Ar;0 7�! rr;0 r 6= 0[PUB] rr;nr 7�!  ��Ar;0[RET] rr;s  ����Ar;s+1 7�! rr;s+1[SCAN] ��!Ar;0 a7�!  ��Ar;0 Ar;0 ! a xA continuaci�on presentamos tres versiones concretas del esquema de compilaci�on gen�erico. Laprimera se corresponde con una estrategia de an�alisis descendente en la cual los no-terminalesse predicen en la fase de llamada pero no se propagan en la fase ascendente. La segunda secorresponde con una estrategia mixta de tipo Earley [69] en la que los no-terminales se predicenen la fase de llamada y se propagan en la fase de retorno. La tercera y �ultima se correspondecon una estrategia ascendente en la cual no hay ning�un tipo de predicci�on en la fase de llamadamientras que en la fase de retorno se propagan los no-terminales analizados.En la tabla 5.2 se muestran los valores que deben tomar los par�ametros de predicci�on ypropagaci�on de informaci�on para transformar el esquema de compilaci�on gen�erico en esquemascorrespondientes a las tres estrategias de an�alisis citadas, donde � representa un s��mbolo de pilanuevo. En el caso de estrategias Earley es necesario distinguir la llamada de un no-terminalAr;s+1 de su retorno, para lo cual utilizamos los s��mbolos Ar;s+1 y Ar;s+1, respectivamente.5.2.1 Estrategia descendenteEsquema de compilaci�on 5.2 El esquema de compilaci�on descendente de una gram�atica in-dependiente del contexto en un aut�omata a pila queda de�nido por el conjunto de reglas mostradoen la tabla 5.3 y por los elementos inicial $0 y �nal �. x



5.2 Esquemas de compilaci�on 139Estrategia ����!Ar;s+1  ����Ar;s+1Ascendente � Ar;s+1Earley Ar;s+1 Ar;s+1Descendente Ar;s+1 �Tabla 5.2: Par�ametros del esquema de compilaci�on gen�erico de CFG en PDAEjemplo 5.1 Consideremos la gram�atica independiente del contexto de�nida por las produc-ciones: (0) S ! X(1) X ! AXB(2) X ! �(3) A! a(4) B ! bque genera el lenguaje fanbn j n � 0g. En la tabla 5.4 se muestra el conjunto de transiciones delaut�omata a pila que se obtiene al aplicar el esquema de compilaci�on descendente.En la tabla 5.5 se muestra la secuencia de con�guraciones que sigue el aut�omata para analizarcorrectamente la cadena de entrada aabb. La primera columna muestra la transici�on aplicada,la segunda el tipo de la regla que gener�o dicha transici�on, la tercera el contenido de la pila yla cuarta la parte que resta por leer de la cadena de entrada. Las con�guraciones marcadascon � son aquellas en las que hay m�as de una opci�on para proseguir el an�alisis. Se trata decon�guraciones resultado de aplicar una transici�on de tipo [CALL]. Si el elemento apiladocoincide con el lado izquierdo de varias producciones, debe proseguirse el an�alisis por cada unade ellas. En la tabla 5.5 s�olo se muestran las con�guraciones que llevan al reconocimiento de lacadena de entrada. El resto de las posibles con�guraciones llevan al aut�omata a detenerse encon�guraciones que no son �nales. {5.2.2 Estrategia EarleyEsquema de compilaci�on 5.3 El esquema de compilaci�on para una estrategia de tipo Earleyde una gram�atica independiente del contexto en un aut�omata a pila queda de�nido por elconjunto de reglas mostrado en la tabla 5.6 y por los elementos inicial $0 y �nal S. x5.2.3 Estrategia ascendenteEsquema de compilaci�on 5.4 El esquema de compilaci�on ascendente de una gram�atica inde-pendiente del contexto en un aut�omata a pila queda de�nido por el conjunto de reglas mostradoen la tabla 5.7 y por los elementos inicial $0 y �nal S. x



140 Aut�omatas a pila
[INIT] $0 7�! $0 r0;0[CALL] rr;s 7�! rr;s Ar;s+1[SEL] Ar;0 7�! rr;0 r 6= 0[PUB] rr;nr 7�! �[RET] rr;s � 7�! rr;s+1[SCAN] Ar;0 a7�! � Ar;0 ! aTabla 5.3: Reglas del esquema de compilaci�on descendente de CFG en PDA

(a) [INIT] $0 7�! $0 r0;0(b) [CALL] r0;0 7�! r0;0 X(c) [RET] r0;0 � 7�! r0;1(d) [PUB] r0;1 7�! �(e) [SEL] X 7�! r1;0(f) [CALL] r1;0 7�! r1;0 A(g) [RET] r1;0 � 7�! r1;1(h) [CALL] r1;1 7�! r1;1 X(i) [RET] r1;1 � 7�! r1;2(j) [CALL] r1;2 7�! r1;2 B(k) [RET] r1;2 � 7�! r1;3(l) [PUB] r1;3 7�! �(m) [SCAN] X �7�! �(n) [SCAN] A a7�! �(p) [SCAN] B b7�! �Tabla 5.4: Transiciones del aut�omata a pila con estrategia descendente



5.2 Esquemas de compilaci�on 141
$0 aabb(a) [INIT] $0 r0;0 aabb(b) [CALL] $0 r0;0 X aabb *(e) [SEL] $0 r0;0 r1;0 aabb(f) [CALL] $0 r0;0 r1;0 A aabb(n) [SCAN] $0 r0;0 r1;0 � abb(g) [RET] $0 r0;0 r1;1 abb(h) [CALL] $0 r0;0 r1;1 X abb *(e) [SEL] $0 r0;0 r1;1 r1;0 abb(f) [CALL] $0 r0;0 r1;1 r1;0 A abb(n) [SCAN] $0 r0;0 r1;1 r1;0 � bb(g) [RET] $0 r0;0 r1;1 r1;1 bb(h) [CALL] $0 r0;0 r1;1 r1;1 X bb *(m) [SCAN] $0 r0;0 r1;1 r1;1 � bb(i) [RET] $0 r0;0 r1;1 r1;2 bb(j) [CALL] $0 r0;0 r1;1 r1;2 B bb(p) [SCAN] $0 r0;0 r1;1 r1;2 � b(k) [RET] $0 r0;0 r1;1 r1;3 b(l) [PUB] $0 r0;0 r1;1 � b(i) [RET] $0 r0;0 r1;2 b(j) [CALL] $0 r0;0 r1;2 B b(p) [SCAN] $0 r0;0 r1;2 �(k) [RET] $0 r0;0 r1;3(l) [PUB] $0 r0;0 �(c) [RET] $0 r0;1(d) [PUB] $0 �Tabla 5.5: Con�guraciones del aut�omata a pila descendente durante el an�alisis de aabb



142 Aut�omatas a pila[INIT] $0 7�! $0 r0;0[CALL] rr;s 7�! rr;s Ar;s+1[SEL] Ar;0 7�! rr;0 r 6= 0[PUB] rr;nr 7�! Ar;0[RET] rr;s Ar;s+1 7�! rr;s+1[SCAN] Ar;0 a7�! Ar;0 Ar;0 ! aTabla 5.6: Reglas del esquema de compilaci�on Earley de CFG en PDA[INIT] $0 7�! $0 r0;0[CALL] rr;s 7�! rr;s �[SEL] � 7�! rr;0 r 6= 0[PUB] rr;nr 7�! Ar;0[RET] rr;s Ar;s+1 7�! rr;s+1[SCAN] � a7�! Ar;0 Ar;0 ! aTabla 5.7: Reglas del esquema de compilaci�on ascendente de CFG en PDA5.3 Tabulaci�onLa independencia del contexto de las transiciones de los aut�omatas a pila permite tabular laejecuci�on de los mismos. En esta secci�on presentamos dos t�ecnicas diferentes para la tabulaci�onde los aut�omatas a pila, una propuesta por Lang [104, 107] y la otra propuesta por Nederhof [126].5.3.1 La t�ecnica de LangEn una gram�atica independiente del contexto, si B �) � entonces �B� �) ��� para todo�; � 2 (VN [ VT )�. Esta misma independencia del contexto se traslada a los aut�omatas a pila,de tal modo que si (B; ai+1 : : : aj : : : an) �̀ (BC; aj+1 : : : an)entonces tambi�en se cumple que(�B; ai+1 : : : aj : : : an) �̀ (�BC; aj+1 : : : an)para todo � 2 V �S . Denominaremos derivaciones independientes del contexto a este tipo de deri-vaciones. Observamos que este tipo de derivaciones presenta gran semejanza con las transicionesPUSH.Para representar una derivaci�on independiente del contexto s�olo precisamos almacenar loss��mbolos de pilaB y C m�as las posiciones de la cadena de entrada i y j, puesto que la derivaci�on esindependiente de �. La t�ecnica de tabulaci�on de aut�omatas a pila propuesta por Lang [104, 107]



5.3 Tabulaci�on 143se basa precisamente en reemplazar la manipulaci�on de pilas por la manipulaci�on de ��tems de laforma [B; i; C; j]que representan de forma compacta el conjunto de derivaciones independientes del contextoque comparten los elementos de la cima de la pila. Los ��tems se combinan mediante reglas decombinaci�on de la forma antscons trans, donde cons es el ��tem consecuente que se obtiene al aplicarla transici�on trans sobre los ��tems antecedentes ants. A continuaci�on mostramos las reglas decombinaci�on de ��tems para los tres tipos de transiciones:Transiciones SWAP: la aplicaci�on de una transici�on C a7�! F produce la derivaci�on(�C; aj : : : an) ` (�F; ak : : : an) en un aut�omata a pila, donde k = j si a = � y k = j+1 si a =aj+1. Dada la derivaci�on independiente del contexto (�0B; ai+1 : : : an) �̀ (�0BC; aj+1 : : : an)que da lugar a la con�guraci�on (�0BC; aj+1 : : : an), tras la aplicaci�on de la transici�on ob-tendremos la derivaci�on independiente del contexto (�0B; ai+1 : : : an) �̀ (�0BF; ak+1 : : : an).La correspondiente regla de combinaci�on de ��tems es[B; i; C; j][B; i; F; k] C a7�! FTransiciones PUSH: la aplicaci�on de una transici�on C a7�! CF produce la derivaci�on(�C; aj+1 : : : an) ` (�CF; ak+1 : : : an), donde k = j si a = � y k = j + 1 si a = aj+1.Esta derivaci�on es por s�� misma una derivaci�on independiente del contexto, por lo que lacorrespondiente regla de combinaci�on de ��tems es[B; i; C; j][C; j; F; k] C a7�! CFTransiciones POP: la aplicaci�on de una transici�on CF a7�! G produce la derivaci�on(�CF; ak+1 : : : an) ` (�G; al+1 : : : an). La con�guraci�on (�CF; ak+1 : : : an) re
eja una deri-vaci�on independiente del contexto (�C; aj+1 : : : an) �̀ (�CF; ak+1 : : : an), pero adem�as ne-cesitamos la derivaci�on independiente del contexto (�0B; ai+1 : : : an) �̀ (�0BC; aj+1 : : : an)que coloc�o C en la cima de la pila para obtener la derivaci�on independiente del contexto(�0B; ai+1 : : : an) �̀ (�0BG; al+1 : : : an) resultante de la aplicaci�on de la transici�on, dondel = k si a = � y l = k + 1 si a = ak+1. La correspondiente regla de combinaci�on de ��temses [C; j; F; k][B; i; C; j][B; i;G; l] CF a7�! GLa manipulaci�on de con�guraciones mediante la aplicaci�on de transiciones es equivalente ala manipulaci�on de ��tems mediante las reglas de combinaci�on correspondientes a cada transi-ci�on [104, 107].5.3.2 La t�ecnica de NederhofAunque Nederhof no ha presentado una t�ecnica espec���ca para la tabulaci�on de aut�omatas apila, la misma se obtiene como un caso especial de la t�ecnica de tabulaci�on propuesta por dichoautor para los aut�omatas lineales de ��ndices [126].



144 Aut�omatas a pilaA diferencia de la t�ecnica de Lang, que traslada la propiedad de independencia del contextode las gram�aticas independientes del contexto a derivaciones con la forma de transiciones dePUSH, la t�ecnica de tabulaci�on de Nederhof traslada dicha propiedad a derivaciones con laforma de transiciones SWAP, puesto que si tenemos una derivaci�on(B; ai : : : aj : : : an) �̀ (C; aj : : : an)entonces tambi�en se cumple que(�B; ai : : : aj : : : an) �̀ (�C; aj : : : an)para todo � 2 V �S . Al igual que en la t�ecnica de Lang, estas derivaciones tambi�en se denominanderivaciones independientes del contexto.Para representar una derivaci�on independiente del contexto s�olo precisamos almacenar B, Cy las posiciones i y j, por lo que se utilizar�an ��tems de la forma[B; i; C; j]Estos ��tems se manipulan mediante reglas de combinaci�on, una para cada tipo de transici�on:Transiciones SWAP: la aplicaci�on de una transici�on C a7�! F produce una derivaci�on(�C; aj : : : an) ` (�F; ak : : : an) en un aut�omata a pila, donde k = j si a = � y k = j + 1 sia = aj+1. Dada la derivaci�on independiente del contexto (�B; ai : : : an) �̀ (�C; aj : : : an),tras la aplicaci�on de la transici�on obtendremos la derivaci�on independiente del contexto(�B; ai : : : an) �̀ (�F; ak : : : an). La correspondiente regla de combinaci�on de ��tems es[B; i; C; j][B; i; F; k] C a7�! FTransiciones PUSH: la aplicaci�on de una transici�on C a7�! CF produce la derivaci�on(�C; aj+1 : : : an) ` (�CF; ak+1 : : : an), donde k = j si a = � y k = j + 1 si a = aj+1. Dadala derivaci�on independiente del contexto (�B; ai : : : an) �̀ (�C; aj : : : an), tras la aplicaci�onde la transici�on obtendremos la derivaci�on independiente del contexto (�F; ak+1 : : : an) 0̀(�F; ak+1 : : : an). La correspondiente regla de combinaci�on de ��tems es[B; i; C; j][F; k; F; k] C a7�! CFTransiciones POP: la aplicaci�on de una transici�on CF a7�! G produce una derivaci�on(�CF; ak+1 : : : an) ` (�G; al+1 : : : an), donde l = k si a = � y l = k + 1 si a = ak+1.La con�guraci�on (�CF; ak+1 : : : an) re
eja una derivaci�on constituida por1. una derivaci�on independiente del contexto (�B; ai+1 : : : an) �̀ (�C; aj+1 : : : an);2. un paso de derivaci�on (�C; aj+1 : : : an) ` (�CF 0; ak0+1 : : : an) resultado de la aplicaci�onde una transici�on C b7�! CF 0, donde k0 = j si b = � y k0 = j + 1 si b = aj+1;3. una derivaci�on independiente del contexto (�CF 0; ak0+1 : : : an) �̀ (�CF; ak+1 : : : an).En consecuencia, la regla de combinaci�on tendr�a la forma:[F 0; k0; F; k][B; i; C; j][B; i;G; l] C b7�! CF 0CF a7�! G


