Capitulo 5

Autématas a pila

Los autématas a pila son médquinas abstractas que reconocen exactamente la clase de los len-
guajes independientes del contexto. En este capitulo introducimos este tipo de autématas, que
servirdn de base a los modelos de autémata para lenguajes de adjuncién de arboles que serdn
presentados en los capitulos siguientes.

5.1 Definicién

Presentamos dos definiciones diferentes pero equivalentes de los autématas a pila (Push-Down
Automata, PDA) [85]. En primer lugar presentaremos la definicién clasica, que considera un
autéomata a pila como una maquina abstracta que consta de tres componentes: una cadena de
entrada, un control finito y una pila. Seguidamente presentaremos una definicién mas moderna
en la cual se suprimen las referencias al control finito para centrase en el componente fundamental
de este tipo de automatas: la pila.

5.1.1 Definicion con estados

En la definicién clasica [85], los autématas a pila son considerados tuplas (Q, Vr, Vs, 6, qo, $0, QF),
donde:

e (Q es un conjunto finito de estados.
e Vr es un conjunto finito de simbolos terminales.

e Vs es un conjunto finito de simbolos de pila.

qo € @ es el estado inicial.

$0 € Vg es el simbolo inicial de la pila.

Qr C Q es el conjunto de estados finales.

e ¢ es una relacién de @ x (Vr U {e}) x Vg en subconjuntos finitos de Q x V& que define los
movimientos o transiciones validos del autémata. Una transicién

(d'.8) € d(q,a, Z)

donde ¢,¢' € Q, a € Vr U{e}, Z € Vs U {e}, B € V&, se interpreta como sigue: si el
autémata se encuentra en el estado ¢, el siguiente terminal en la cadena de entrada es a
y el simbolo en la cima de la pila es Z, entonces puede pasar al estado ¢’ y reemplazar la
cima de la pila por 3.

135



136 Automatas a pila

La configuracion de un autémata a pila en un momento dado viene definida por el triple
(¢, @, w), donde ¢ indica el estado en el que se encuentra el autémata, « el contenido de la pila
y w la parte de la cadena de entrada que resta por leer. El cambio de una configuracion a
otra viene determinado por la aplicacién de una transicién, de tal modo que si (¢, aZ, aw) es
una configuracién y (¢',3) € d(q,a, Z), entonces el autémata pasard a la nueva configuracién

*
(¢', a8, w), hecho que denotamos mediante (q,a,aw) - (¢',aB,w). Denotamos por + el cierre
reflexivo y transitivo de .
El lenguaje aceptado por estado final por un autémata a pila viene determinado por el
*

conjunto de cadenas w € Vi tal que (qo, 30, w) - (p, @, €), donde p € Qr y a € V3.
El lenguaje aceptado por pila vacia por un autémata a pila viene determinado por el conjunto
*

de cadenas w € V}: tal que (qo, $0, w) F (p, €, €) para cualquier p € Q.
Dado un autémata a pila que reconoce un determinado lenguaje por estado final, es posible
construir otro autémata a pila que reconoce el mismo lenguaje por pila vacia y viceversa [85].

5.1.2 Definicion sin estados

El control finito de un autémata a pila es un elemento prescindible, puesto que el estado de una
configuracién dada puede almacenarse en el elemento situado en la cima de la pila [24]. Como
consecuencia obtenemos una definicién alternativa equivalente [107, 24, 52], que juzgamos mas
simple y homogénea, segiin la cual un autémata a pila es una tupla (Vz, Vs, 0,89, $5), donde

e Vr es un conjunto finito de simbolos terminales.
e Vs es un conjunto finito de simbolos de pila.

$0 € Vg es el simbolo inicial de la pila.

$; € Vs es el simbolo final de la pila.

e O es un conjunto de transiciones, cada una de las cuales pertenece a uno de los tres tipos
siguientes, donde C, F,G € V5, £ € Vi y a € Vr U {e}:

SWAP: Transiciones de la forma C' — F que reemplazan el elemento C' de la cima de
la pila por el elemento F' mientras se lee a de la cadena de entrada. El resultado de
aplicar una transicion de este tipo a una pila £C es una pila £F.

PUSH: Transiciones de la forma C' — CF que apilan un nuevo elemento F' en la pila
mientras se lee a de la cadena de entrada. El resultado de aplicar una transiciéon de
este tipo a una pila £C es una pila ECF.

POP: Transiciones de la forma CF —— G que eliminan los dos elementos C'y F de la
cima de la pila y los sustituyen por G mientras se lee a de la cadena de entrada. El
resultado de aplicar una transicién de este tipo a una pila EC'F es una pila £G, con
lo cual el tamano de la pila decrece en una unidad.

Segun la nueva definicion, la configuracion de un autémata a pila en un momento dado viene
determinada por el par (£, w), donde £ es el contenido de la pila y w es la parte de la cadena de
entrada que resta por leer. Una configuracion (£, aw) deriva una configuracion (¢',w), hecho que
denotamos mediante (¢, aw) F (¢, w), si y sélo si existe una transicién que aplicada a & devuelve
¢ y consume a de la cadena de entrada. En caso de ser necesario identificar una derivacién d

k k
concreta, utilizaremos la notacion k4. Denotamos por F el cierre reflexivo y transitivo de .
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Decimos que una cadena de entrada w es aceptada por un autémata a pila si
*
(80, w) - (808, €). El lenguaje aceptado por un autémata a pila viene determinado por el con-

junto de cadenas w € V! tal que ($o,w) - ($0$¢, ¢€).

5.2 Esquemas de compilacién

Un esquema de compilacion es un conjunto de reglas que permite, a partir de una gramética
independiente del contexto y de una estrategia de andlisis sintactico, construir un autémata a
pila que describa los calculos que se pueden realizar con dicha gramatica utilizando la estrategia
de anélisis elegida.

Los esquemas de compilacién que se van a mostrar se basan en el paradigma de llama-
da/retorno [55], utilizando para ello los seis tipos de reglas mostrados en la tabla 5.1. A toda
regla [CALL] le corresponde una regla [RET] y viceversa. Las reglas [INIT], [CALL] y
[SEL] definen las transiciones del autémata encargadas de la fase predictiva del algoritmo de
andlisis mientras que las reglas [RET] y [PUB] definen las transiciones encargadas de propagar
la informacién en la fase ascendente. Por este motivo la fase descendente o predictiva de una
estrategia de andlisis cuando es implantada en un autémata a pila recibe el nombre de fase de
llamada, mientras que la fase ascendente recibe el nombre de fase de retorno.

‘ Regla ‘ Tarea ‘

[INIT] | inicia los célculos a partir de la pila inicial.
[CALL] | requiere el andlisis de un no-terminal de una produccién.
[SEL] | selecciona una produccién.
[PUB] | determina que una produccién ha sido completamente analizada.
[RET] | continua el proceso de anilisis después de terminar una produccién.

[SCAN] | reconoce los terminales que componen la cadena de entrada.

Tabla 5.1: Reglas de los esquemas de compilacién de gramdticas independientes del contexto

En primer lugar definiremos el esquema de compilacién correspondiente a una estrategia
genérica basada en el paradigma llamada/retorno, parametrizada con respecto a la informacién
que se predice y propaga en las fases de llamada y de retorno, respectivamente. Utilizaremos la
siguiente notacién:

e A, para referirnos al elemento de la produccién r que ocupa la posicién s, de modo que
para una produccién r tenemos que A, g — A1 ... Ay,

e V, , para indicar el reconocimiento parcial de una produccién, notacionalmente equivalente
a una produccién con punto A, g — A, 1... Ap @ Apgri . App,.

-— . ..y, . .,
e A, para referirnos a la prediccién de informacién con respecto a A, ;.

S . .y
e A, para representar la informacién propagada ascendentemente con respecto a A, ;.
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Con el fin de simplificar al maximo la definicion de los esquemas de compilacion y sin pérdida
de generalidad, supondremos que se cumplen las siguientes condiciones sobre la gramatica inde-
pendiente del contexto:

e El axioma sélo aparece en el lado izquierdo de la produccién unitaria 0, que tiene la forma
S— X,con X € VyUVp

e Los terminales sélo aparecen en producciones unitarias de la forma A,o — a, donde
a€Vru {E}

Esquema de compilacién 5.1 El esquema de compilacién genérico de una gramética inde-
pendiente del contexto en un autémata a pila queda definido por el conjunto de reglas mostrado
a continuacién y por los elementos inicial $y y final S'. La primera columna indica el nombre
de la regla, la segunda las transiciones generadas por la misma y la tercera las condiciones,
generalmente referidas a la forma de las producciones, que se deben cumplir para que la regla
sea aplicable.

[INIT] $0 — $0 Vo,o

[CALL] V,,— V,, A .1

[SEL] A4 — V.o r#0
[PUB]  V,. — A,
%—

[RET] v1",s Ar,s+1 — v1",s+1

[SCAN] A,o+% 4, Ao —>a

k] )

A continuacién presentamos tres versiones concretas del esquema de compilacién genérico. La
primera se corresponde con una estrategia de andlisis descendente en la cual los no-terminales
se predicen en la fase de llamada pero no se propagan en la fase ascendente. La segunda se
corresponde con una estrategia mixta de tipo Earley [69] en la que los no-terminales se predicen
en la fase de llamada y se propagan en la fase de retorno. La tercera y ultima se corresponde
con una estrategia ascendente en la cual no hay ningin tipo de prediccién en la fase de llamada
mientras que en la fase de retorno se propagan los no-terminales analizados.

En la tabla 5.2 se muestran los valores que deben tomar los parametros de prediccién y
propagacion de informacion para transformar el esquema de compilacién genérico en esquemas
correspondientes a las tres estrategias de anélisis citadas, donde [J representa un simbolo de pila
nuevo. En el caso de estrategias Earley es necesario distinguir la llamada de un no-terminal
A, 541 de su retorno, para lo cual utilizamos los simbolos A, ;11 ¥ Ay s4+1, respectivamente.

5.2.1 Estrategia descendente

Esquema de compilacién 5.2 El esquema de compilaciéon descendente de una gramética in-
dependiente del contexto en un autémata a pila queda definido por el conjunto de reglas mostrado
en la tabla 5.3 y por los elementos inicial $y y final OJ. §
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Estrategia m m
Ascendente O A s
Earley Arsi1 | Arsit
Descendente | A, 411 O

Tabla 5.2: Pardmetros del esquema de compilacién genérico de CFG en PDA

Ejemplo 5.1 Consideremos la gramética independiente del contexto definida por las produc-
ciones:

(0) S—X
(1) X — AXB
(2) X —e
(3) A—=a
(4) B—b

que genera el lenguaje {a"b" | n > 0}. En la tabla 5.4 se muestra el conjunto de transiciones del
automata a pila que se obtiene al aplicar el esquema de compilacién descendente.

En la tabla 5.5 se muestra la secuencia de configuraciones que sigue el autémata para analizar
correctamente la cadena de entrada aabb. La primera columna muestra la transicién aplicada,
la segunda el tipo de la regla que generé dicha transicién, la tercera el contenido de la pila y
la cuarta la parte que resta por leer de la cadena de entrada. Las configuraciones marcadas
con * son aquellas en las que hay mas de una opcién para proseguir el andlisis. Se trata de
configuraciones resultado de aplicar una transicién de tipo [CALL]. Si el elemento apilado
coincide con el lado izquierdo de varias producciones, debe proseguirse el andlisis por cada una
de ellas. En la tabla 5.5 sélo se muestran las configuraciones que llevan al reconocimiento de la
cadena de entrada. El resto de las posibles configuraciones llevan al autémata a detenerse en
configuraciones que no son finales. q

5.2.2 Estrategia Earley

Esquema de compilacién 5.3 El esquema de compilacién para una estrategia de tipo Earley
de una gramédtica independiente del contexto en un autémata a pila queda definido por el
conjunto de reglas mostrado en la tabla 5.6 y por los elementos inicial $y y final S. g

5.2.3 Estrategia ascendente

Esquema de compilacién 5.4 El esquema de compilacidn ascendente de una gramaética inde-
pendiente del contexto en un autémata a pila queda definido por el conjunto de reglas mostrado
en la tabla 5.7 y por los elementos inicial $y y final S. §
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[INIT]  $o+— $o Voo

[CALL] V, V. A1

[SEL] Arp— Vo r#0
[PUB] V,, 0O

[RET] V,. O >V,

[SCAN] A,o+=0 Arp —a

Tabla 5.3: Reglas del esquema de compilacién descendente de CFG en PDA

(a) [INIT] $o — %o Vo,o

(b) [CALL] VO,O — Vo,o X
(C) [RET] Vo’o O — Vo,l
(d) [PUB] Vo, 0

(e) [SEL] X+ Viy

(f) [CALL] Vip—VipA

(9) [RET] VioO — Vi,
(h) [CALL] Vi;+~ V5 X

(i) [RET] Vi1O Vi
() [CALL] Vi2— V12 B

(k) [RET] V.0 + Vi
() [PUB] Vi3+——0

(m) [SCAN] X +%0O
(n) [SCAN] A% 0O
(») [SCAN] B+%0O

Tabla 5.4: Transiciones del autémata a pila con estrategia descendente
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$o aabb
(a) [INIT] $o Voo aabb
() [CALL] $ Voo X aabb *
(e) [SEL] $0 Voo Vi aabb
(f) [CALL] $o Voo Vip A aabb
(n) [SCAN] $ Voo Vig O abb
(9) [RET] $0 Voo Vi abb
(h) [CALL] $0 Voo Vig X abb *
(e) [SEL] $0 Voo Vii Vip abb
(f) [CALL]  $o Voo Vi1 Vig A  abb
(n) [SCAN] $0 Voo Vi1 Vip O bb
(9) [RET] $0 Voo Vi1 Via bb
(h) [CALL]  $o Voo Vi, Vii X  bb  *
(m) [SCAN] 8y Voo Vig Vi O b
(i) [RET] $0 Voo Vi1 Vig bb
(j) [CALL] $0 Voo Vi1 Vig B bb
(p) [SCAN]  $y Voo Vig Vipo O b
(k) [RET] $0 Voo Vig Vigs b
() [PUB] $0 Voo Vi, O b
(i) [RET] $0 Voo Vie b
(j) [CALL] $0 Voo Vip B b
(p) [SCAN] $0 Voo Vip O
(k) [RET] $o Voo Vigs
(1) [PUB] $o Voo O
(¢c) [RET] $o Vo,
(d) [PUB] $o O

Tabla 5.5: Configuraciones del autémata a pila descendente durante el andlisis de aabb
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[INIT] $+— $o Voo
[CALL] V,,+— V.5 A1

[SEL] Ar,g — Vr,g r ;é 0
[PUB] V. — 4,4
[RET] Vr,s Ar,s+1 — Vr,erl

[SCAN] 4,0~ 4,9 Arp—a

Tabla 5.6: Reglas del esquema de compilacién Earley de CFG en PDA

[INIT]  $o+— $o Voo

[CALL] V,,+—V,, O

[SEL] O +— V,g r#0
[PUB]  Vip, — Arp

[RET] Vis Arst1 = Vist1

[SCAN] O +% A, Arg = a

Tabla 5.7: Reglas del esquema de compilacién ascendente de CFG en PDA

5.3 Tabulacién

La independencia del contexto de las transiciones de los autématas a pila permite tabular la
ejecucion de los mismos. En esta seccién presentamos dos técnicas diferentes para la tabulaciéon
de los autématas a pila, una propuesta por Lang [104, 107] y la otra propuesta por Nederhof [126].

5.3.1 La técnica de Lang

En una gramética independiente del contexto, si B = 4§ entonces aBfB = «adf para todo
a, € (Vy UVp)*. Esta misma independencia del contexto se traslada a los autématas a pila,
de tal modo que si

(B,Git1...05...an) F (BC,aj41...ap)

entonces también se cumple que

(£B,az~+1 .. .aj .. .an) F (fBC,a,j+1 .. .a,n)

para todo £ € V§. Denominaremos derivaciones independientes del contezto a este tipo de deri-
vaciones. Observamos que este tipo de derivaciones presenta gran semejanza con las transiciones
PUSH.

Para representar una derivacién independiente del contexto sélo precisamos almacenar los
simbolos de pila B y C' mas las posiciones de la cadena de entrada ¢ y j, puesto que la derivacién es
independiente de £. La técnica de tabulacién de autématas a pila propuesta por Lang [104, 107]
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se basa precisamente en reemplazar la manipulacién de pilas por la manipulacién de items de la
forma,

[B7Z'7C7j]

que representan de forma compacta el conjunto de derivaciones independientes del contexto
que comparten los elementos de la cima de la pila. Los items se combinan mediante reglas de
combinacion de la forma z{%z trans, donde cons es el item consecuente que se obtiene al aplicar
la transicién trans sobre los items antecedentes ants. A continuacién mostramos las reglas de

combinacién de items para los tres tipos de transiciones:

Transiciones SWAP: la aplicacién de una transiciéon C —— F produce la derivacion
(€C,aj...an) F (§F,a . ..a,) enun autémata a pila, donde k = jsia = ey k = j+1sia =

*
aj+1. Dada la derivacién independiente del contexto (¢'B, ait1...an) F (§'BC,aj41 ... an)
que da lugar a la configuracién (¢'BC,aj41 ... ap), tras la aplicacién de la transicién ob-

*
tendremos la derivacién independiente del contexto (¢'B,a;y1...a,) b (¢'BF a1 ... ap).
La correspondiente regla de combinacién de items es

[Ba ia 07 .7] a
= C+— F
[B,i, F, k]
Transiciones PUSH: la aplicacién de una transicion C —— CF produce la derivacién
(€C,aj41...an) F (ECF,ap41...ap), donde k = jsia =ey k =j+1sia=aj.
Esta derivacién es por si misma una derivacién independiente del contexto, por lo que la
correspondiente regla de combinacién de items es

[Ba 7:7 Ca ]] a
——= C+— CF
[07 j? F7 k]
Transiciones POP: la aplicacién de una transicion CF ~— G produce la derivacién
(ECF,apyy...an) F (EG,a141 ... ay). La configuraciéon (ECF,agy ... a,) refleja una deri-

ES
vacion independiente del contexto (£C,aj41...ap) F (ECF,ap41 ... ay), pero ademds ne-

*
cesitamos la derivacién independiente del contexto (&'B,ajt1...a,) F (§'BC,ajy1...an)
que colocod C en la cima de la pila para obtener la derivacién independiente del contexto

(¢'B,aji1 .- ap) Ii (¢’BG, a4 - - . ay,) resultante de la aplicacién de la transicién, donde
I=ksia=eyl=Fk+1sia=agy. La correspondiente regla de combinacién de items
es
[07 j? F7 k]
[B7 Z.7 07 -7]

L e Jl F 2
Bacy CF—¢

La manipulacién de configuraciones mediante la aplicacién de transiciones es equivalente a
la manipulacién de items mediante las reglas de combinacién correspondientes a cada transi-
cién [104, 107].

5.3.2 La técnica de Nederhof

Aunque Nederhof no ha presentado una técnica especifica para la tabulacién de autématas a
pila, la misma se obtiene como un caso especial de la técnica de tabulacion propuesta por dicho
autor para los autématas lineales de indices [126].
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A diferencia de la técnica de Lang, que traslada la propiedad de independencia del contexto
de las graméticas independientes del contexto a derivaciones con la forma de transiciones de
PUSH, la técnica de tabulacion de Nederhof traslada dicha propiedad a derivaciones con la
forma de transiciones SWAP, puesto que si tenemos una derivaciéon

(B,aj...aj...an)F (Ciaj...ap)

entonces también se cumple que

(fB,ai...aj...an)li(fC,aj...an)

para todo £ € V. Aligual que en la técnica de Lang, estas derivaciones también se denominan
derivaciones independientes del contexto.

Para representar una derivacién independiente del contexto sélo precisamos almacenar B, C
y las posiciones i y j, por lo que se utilizaran items de la forma

[B7 Z? C? ]]
Estos items se manipulan mediante reglas de combinacién, una para cada tipo de transicién:

Transiciones SWAP: la aplicacién de una transicion C —— F produce una derivacién
(€C,a;...an) F (EF,ay...ay) en un autémata a pila, donde k =jsia=ey k=j+1si

*

a = aj4+1. Dada la derivacién independiente del contexto ((B,a;...a,) F (C,a;...ay),

tras la aplicacién de la transicién obtendremos la derivacién independiente del contexto
*

(B, aj...ap) F (EF,ay ...ay). La correspondiente regla de combinacién de items es
[B7 Z.7 07 -7]

B8l e p
B, Rk -~

Transiciones PUSH: la aplicacién de una transicion C —— CF produce la derivacién
(€C,aj41...an) = (ECF,ap41...ay),donde k =jsia=€ey k=j+15sia=a4. Dada

*

la derivacién independiente del contexto ((B,a;...an) = (C,a; ... ay), tras la aplicacién
0

de la transicién obtendremos la derivacién independiente del contexto (¢F,agiq...an) F

(€F, a1 -..ay). La correspondiente regla de combinacién de items es
[B7 7:7 C? j]

FkrR CCF

Transiciones POP: la aplicacién de una transicion CF +— G produce una derivacién
(ECF,ak41...an) F (EG,a;41...ay), donde | = ksia =€eyl =k+1sia= agy.
La configuracién ((CF,agyq ... ay) refleja una derivacién constituida por

*
1. una derivacién independiente del contexto ((B,ajt1...an) F (C, ajy1 ... ap);
2. un paso de derivacién (£C, aj41...an) F (ECF',ajr 41 ... ay) resultado de la aplicacién
de una transicién C 2 CF',donde k' = jsib=ecy k' =j+1sib=aj;

3. una derivacién independiente del contexto (ECF' ag11...a,) F (ECF,ayy ... ay).

En consecuencia, la regla de combinacion tendrd la forma:
[F' k', F, k]
[B,i,C.j] ¢ CF



